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摘要：针对有限元分析中自适应网格划分面临的计算精度与效率协同优化难题，本研究提出基于注意力融合机制的

GTF-Net 框架。该模型创新融合图注意力网络与 Transformer 架构，通过多头交叉注意力模块实现局部几何特征与全

局物理场的动态耦合，增强对奇异场及复杂边界的表征能力。经光波导传输和贝塞尔函数双案例验证，相较传统

Scikit-FEM (skFem) 方法，GTF-Net 在保持计算效率优势的同时，梯度误差标准差分别降低 85.9% 和 23.8%。结果

表明，该框架通过非线性特征映射显著提升网格分布与物理场变化的匹配度，为解决工程计算中的自适应网格优化问

题提供深度学习新方案。
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Adaptive mesh partitioning for graph attention
Transformer networks
Han Ting, Ye Jia*, Yan Lianshan, Gan Zongxin
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Abstract: To  address  the  challenge  of  balancing  the  computational  accuracy  and  efficiency  in  adaptive  finite
element  meshing,  this  study  proposes  a  GTF-Net  model  based  on  the  attention  fusion  mechanism.  The  model
combines  the  graph  attention  network  with  the  Transformer  architecture,  dynamically  couples  local  geometric
features  with  the  global  physical  field  through  a  multi-head  cross-attention  module,  and  enhances  the
representation  of  singular  fields  and  complex  boundaries.  The  verification  of  two  case  studies  of  waveguide
transmission and Bessel equation shows that compared with the traditional Scikit-FEM (skFem) method, GTF-Net
improves  computational  efficiency  while  reducing  the  standard  deviation  of  gradient  error  by  85.9% and  23.8%,
respectively. The results show that the model significantly improves the fit between mesh distribution and physical
field  changes  through  nonlinear  feature  mapping,  providing  a  novel  deep  learning  solution  for  adaptive  mesh
optimization in engineering calculations.
Keywords: adaptive mesh refinement; GATv2-Transformer fusion network; finite element analysis; deep learning 
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1   引　言

在现代应用科学研究与工程中，复杂的几何模型

和物理现象往往用偏微分方程 (partial  differential
equation, PDE)[1] 建模，并借助有限元法 (finite element
method,  FEM)[2] 或有限体积法 (finite  volume method,
FVM)[3] 等数值方法进行求解。该过程可分为预处理、

求解和后处理三个阶段。网格划分是预处理的主要任

务，也是整个分析过程的关键任务。若网格尺寸过大，

则无法满足计算精度要求；反之，尺寸过小，单元数

量增多，则求解计算量快速增加[4]。自适应网格细化

(adaptive mesh refinement, AMR) 可以大大缓解计算精

度和计算效率之间的矛盾，已被应用于固体力学[5]、

流体力学[6]、航空航天[7]、声学物理模拟[8] 等许多领

域。由此可以看出，AMR 是提高 PDE 求解精度的重

要手段。

目前，AMR 方法主要分为传统方法、基于神经

网络 (neural  network,  NN) 和强化学习 (reinforcement
learning, RL) 的扩展方法。传统 AMR 方法主要包括

基于误差估计、几何特征和物理量的网格细化策略，

这些方法通过分析数值解的误差[9]、几何形状的曲

率[10] 或物理量的梯度分布[11] 来动态调整网格的密度。

经过多年的发展，传统方法在理论和应用上已经成熟，

适用于多种科学计算问题。然而，误差估计、物理量

计算和相关迭代需要大量的计算资源，增加了整体的

计算负担。同时，对于复杂的多物理场耦合问题，可

能难以兼顾不同物理量的需求，影响网格划分效果。

近年来，神经网络的快速发展为 AMR 提供了新

的思路，研究者利用包括人工神经网络 (artificial
neural network, ANN)[12]、自组织映射 (self-organizing
maps, SOM)[13]、递归神经网络 (recurrent neural network,

RNN)[14]、 全 连 接 神 经 网 络 (fully  connected  neural
network, FCNN)[15] 在内的多种方法，在理论和实践上

证明了神经网络在 AMR 领域中相较于传统 AMR 的

显著优势。但上述方法高度依赖于初始条件和参数选

择，其性能对不同的初始条件、几何形状等非常敏感。

图神经网络 (graph neural network, GNN) 直接处理图

结构数据，可以自然适应任意拓扑结构的网格，而不

受固定输入、输出格式的限制[16-17]，因此在 AMR 中

具有显著的优势。现有的相关方法还存在一些问题，

GMR-Net 无法泛化超出以许多预定范围顶点为特征

的几何形状[18]；GraphMesh 在求解复杂几何形状和偏

微分方程方面的表现仍需进一步验证[19]；Pelissier
等[20] 提出的方法会产生不稳定状态，预测质量较差；

3DMeshNet 方法在处理复杂几何形状时仍面临一定的

挑战[21]。在此基础上，研究人员尝试将 GNN 与 FEM
求解器相结合[22]，将 NN 与 RL 相结合 [23]，以进一

步拓展 AMR 的应用和效率。尽管如此，现有方法仍

然面临一定的挑战，需要进一步优化数据效率、增强

泛化能力、加速训练过程、优化对复杂几何形状的适

应性。

本文将 AMR 问题转化为一个节点分类任务，即

将初始网格中的每个网格节点视为一个待分类样本，

结合局部物理量 (如梯度、残差、网格尺寸等) 构建特

征向量，并将节点分类为细化或保持不变，从而以数

据驱动的方式替代传统的启发式自适应策略，实现更

具泛化能力的网格划分方法。这个过程见图 1，标红

节点为需要进行细化的节点。

本文提出了一种基于图神经网络的 AMR 方法，

即 GATv2-Transformer 融合网络 (GTF-Net)。该方法

利用图神经网络对网格单元之间的关系进行建模，其

中每个网格节点被视为图中的一个节点，节点之间的
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图 1　节点分类问题下自适应网格划分过程

Fig. 1　Process of adaptive mesh refinement under node classification problem

韩婷, 等. 光电工程, 2025, 52(4): 250058 https://doi.org/10.12086/oee.2025.250058

250058-2

https://doi.org/10.12086/oee.2025.250058


边表示单元之间的拓扑关系。为了增强该方法的泛化

能力并减少其对人工标注数据的依赖，本文结合了基

于可控随机函数的图结构数据生成方法，该方法通过

模拟多种实际应用场景生成多样化的训练数据，在保

证数据分布多样性的同时显著减少了真实数据采集和

标注的成本。通过多层图卷积网络对局部和全局信息

的协同捕捉，GTF-Net 能够有效学习生成数据中的复

杂关系模式，从而实现对不同几何形态和物理特性的

自适应调整。

特别地，本文在网络结构中引入了注意力融合机

制，以进一步增强模型对局部细节与全局结构的综合

感知能力[24-25]。在 GATv2 和 Transformer 模块的结合

过程中，不同层次与尺度的注意力权重通过融合操作

动态整合，赋予模型更强的表达能力和判别能力，能

够引导模型在特征空间中聚焦于误差敏感区域，提升

关键区域的识别与细化精度。因此，注意力融合不仅

提升了 GTF-Net 的稳定性与泛化性，也为复杂场景下

的自适应网格划分提供了更具泛化性的解决方案。 

2   准备工作

GNN 是一类深度学习模型，旨在处理图结构数

据[26]。与对欧几里得数据进行操作的传统神经网络不

同，GNN 利用节点和边之间的关系来学习有意义的

表示，其关键思想是通过图的拓扑结构来聚合邻域信

息，学习目标节点的信息表征[27]。

Ω在有限元计算过程中，整个计算域 被划分为多

个网格单元 K，其中包含若干个节点 L，对于每个节

点 L，定义一个特征向量 x，表达式为

x (L) = (x1 (L) , x2 (L) , · · · , xm (L)) ∈ Rm , (1)

式中：m为特征数量。x用来度量该节点的局部性质

(例如数值解的梯度、几何特征、物理量等)。
设置一个映射，表示为

Φ：Rm→ y , (2)

{0,1} Φ式中：y为一个有限类别集 ； 为分类函数。对

每个节点 L，令

I (L) = Φ (x (L)) . (3)

I (L)

I (L)

当 等于 1 时，对节点 L执行“细化”操作；

当 等于 0 时，不执行细化操作。

在上述框架下，AMR 的核心过程即转化为对网

格中每个节点 L进行分类预测，根据分类结果执行相

应的细化/保持操作，从而得到更新后的自适应网格，

实现将自适应网格的“局部误差判定”等价地表达为

一个分类问题。

G = (V,E)

X ∈ RN×d

E ∈RM×de

∇uh

∇ f

在本文提出的框架中，给定一个由顶点集 V和边

集 E组成的网格 ，其中顶点特征矩阵

表示网格点的几何信息，N表示节点的数量，

d表示节点的维度，边特征矩阵 反应网格的

拓扑关系及属性，M表示边的数量。其目标是通过梯

度误差估计驱动自适应网格划分，从而优化计算精度。

梯度误差由计算网格的插值梯度 与真实物理场梯

度 之间的偏差衡量，定义为

graddiff =
w
Ω

(∇ f −∇uh) · (∇ f −∇uh)dΩ . (4)

graddiff

yi

较大的 反映了数值解的不准确性，意味着

该区域需要进行细化以提高计算精度。不同于基于手

工设置阈值的方法，本研究采用图神经网络直接学习

细化策略，GNN 通过端对端训练预测细化评分 ，i
为点的标签，从而决定网格点的细化程度。具体而言，

GNN 通过映射学习细化规则，表达式为

yi = fθ (X,E, A) , (5)

fθ
yi

graddiff yi

式中：A为邻接矩阵； 是 GNN 的非线性映射函数。

模型通过梯度误差驱动优化，使得细化评分 与

保持一致性。最终，基于 进行局部预测，实

现高效的自适应网格优化。

数据集生成方面，本文所用的数据生成算法融合

了非结构化网格动态解析与电磁场参数随机化技术，

构建出兼具物理规律性和数据多样性的图结构数据

集 (如算法 1 所示)。其中，随机函数中包含多种电磁

场的生成与处理方法，能够生成多种不同的电磁场配

置，部分函数可见表 1。 

  

算法1 自适应网格训练数据生成方法

输入：非结构化网格mesh，生成样本的数量n_samples，用于节点标

记的阈值tolerance，输出图类型graph_type

输出：网格列表graph_list，标签列表label_list

01. 使用随机函数创建初始网格图

02. 初始化graph_list和label_list

03. FOR 1：n_samples：

04. 　　复制基础网格并更新为新的随机函数

05. 　　计算单元梯度差

06. 　　初始化节点标签为0

07. 　　IF 梯度差>阈值：

08. 　　　　标记节点标签为1

09. 　　END IF

10. 　　按照图类型分类，添加到网格列表

11. END FOR

12. 返回 网格列表，标签列表
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3   网络框架理论描述

以下部分提供了神经网络框架的基本组成部分，

整体网络框架见图 2。 

3.1  多层图注意力网络卷积 (GATv2Conv)
本方法首先将原始节点特征 X映射到一个维度

为 h的中间空间，并采用带有激活函数和丢弃机制的

前馈网络进行特征变换：

H(0) = Dropout(σ(W0 X)) , (6)

W0 ∈ Rh×d σ (·)
Dropout (·)

式中： 是可训练的权重矩阵； 是非线性

激活函数 (例如 ReLU)； 是随机将元素置零

以进行正则化的操作。

H(l)

随后构建四层堆叠的 GATv2Conv 模块进行基于

注意力机制的信息传递。每个 GATv2Conv 层通过动

态注意力权重聚合邻居节点信息[28]。设 为第 l层

的节点表示，第 l个 GATv2Conv 可以简化为

H(l) = GATv2Conv
(
G,H(l−1),E

)
. (7)

αi j组件 GATv2 通过可学习的注意力系数 来实现

邻居加权聚合，表达式为

αi j = softmax j∈N(i)(αTLeakyReLU(W · [hi∥h j])) , (8)

N(i) ∥
α

式中： 表示节点 i的邻居节点集合； 表示向量

连接； 和 W表示可学习参数；hi、hj 分别表示节点

i和节点 j的特征向量。每个 GATv2Conv 层后接层归

一化、激活函数及可选的 Dropout 操作。

在实际模型中，本文提到的方法在层级结构中引

入跨层跳跃连接机制，建立非相邻层间的直接通路，

以实现多层次特征的复用和融合，从而增强模型的表

达能力。

H(1) =Dropout
(
Norm

(
σ(GATv2Conv(G,H(0),E))

))
H(2) =Norm

(
σ(GATv2Conv(G,H(1),E))

)
+Skip(H(1))

H(3) =Dropout
(
Norm

(
σ(GATv2Conv(G,H(2),E))

))
+H(1)

H(4) =Norm
(
σ(GATv2Conv(G,H(3),E))

)
+Skip(H(3))

,

(9)

 

表 1　训练数据生成方法中部分随机函数

Table 1　Part of random function in training data generation method

Function name Description
plane_wave( ) Generate two-dimensional plane wave, using cosine function to represent the propagation of electromagnetic waves.

cylindrical_wave( )
Generate cylindrical wave, where the wave intensity is related to the radial distance from the source point, described

using Bessel function.
random_waveguide_field() Generate random waveguide field, providing random refractive index and waveguide parameter.

gaussian_beam( ) Generate Gaussian beam, calculate the radial distance, and adjust the beam width based on propagation distance.
random_interface_field( ) Generate random interface field, selecting random interface types and Gaussian beams as base field.

step_interface( ) Define step interface, determining the change in dielectric constant of material at boundary position.
periodic_interface( ) Define periodic interface, producing periodic material structure.

multipole_field( ) Define multipole field, using Bessel function and angle to describe multipoles of different orders.
evanescent_wave( ) Define evanescent wave, primarily decaying in the y-direction.
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图 2　GTF-Net 结构示意图

Fig. 2　GTF-Net structure diagram
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式中：Norm(·) 为表示对张量或矩阵的归一化操作 ；
Skip(·) 表示跳跃连接。跳跃连接的引入使得每层的输

出可以直接与后续层的输入结合，实现多层次特征的

协同优化。这种结构不仅增强了模型的泛化能力，还

通过局部注意力机制增强了关键特征的提取。 

3.2  多层 Transformer 卷积 (TransformerConv)
在 GATv2Conv 层之后，网络架构依次接入四层

TransformerConv 模块。TransformerConv 是基于多头

自注意力机制的图数据变体 (类似于标准 Transformer
但专为图数据设计)[29]。设 Q、K、V为节点嵌入计算

的查询、键和值。在包含 H个头的多头设置中，每

个注意力头的计算过程定义为

Attn(Q,K,V) = softmax
(

QKT

√
dk

)
V , (10)

√
dk式中： 是缩放因子，用于防止点积结果过大导致

softmax 函数的梯度消失。多头注意力合并时，

Z = ∥Hh=1Attn(Qh,Kh,Vh)
(
Z ∈ RN×dk ·H

)
, (11)

dk式中：N为节点数； 为键的维度。

每个 TransformerConv 层在实现时既考虑图结构

的连接关系，又融合潜在的边特征信息，但概念上遵

循相同的多头注意力机制。注意力计算完成后，执行

包含层归一化、非线性激活函数、Dropout 正则化及

残差连接的后处理操作，

H(5) =Dropout
(
Norm

(
σ(TransformerConv

(G,H(4),E))
))
+H(2)

H(6) =Norm
(
σ(TransformerConv(G,H(5),E))

)
+Skip(H(5))

H(7) =Dropout
(
Norm

(
σ(TransformerConv

(G,H(6),E))
))
+H(4)

H(8) =Norm
(
σ(TransformerConv(G,H(7),E))

)
+Skip(H(7))

. (12)

这种多层级联的 TransformerConv 结构通过全局

注意力机制动态捕捉图中节点间关系，有效提取从局

部到全局的特征，进一步增强模型表达能力，稳定训

练过程，并在一定程度上缓解了梯度消失问题。 

3.3  特征聚合与最终分类

在特征聚合阶段，网络采用跨层连接与均值池化

相结合的策略整合多尺度节点表示为

H(agg) =mean
(
concat

(
H(1),H(2), · · · ,H(8),dim = 3

))
,
(13)

式中：mean(·) 表示对输入的向量或矩阵进行均值操

作；concat(·) 表示将多个向量或矩阵按指定维度拼接

在一起；dim表示拼接的维度。进一步通过可学习的

参数矩阵优化特征聚合层，表示为

H(agg) = Dropout
(
σ

(
Wf H(agg)

))
, (14)

Wf式中： 是可训练的权重矩阵。

H(agg)
最终得到一个集成所有层多尺度节点表示的特征

矩阵 ，应用小型多层感知器 (MLP) 进一步优化

该组合嵌入。接下来，将聚合后的嵌入输入更深的

MLP 进行分类。设 Z1 为最终 MLP 的输出，表示为

Z1 = Dropout(σ(W(MLP2)σ(W(MLP1) H(agg)))) , (15)

W(MLP1) W(MLP2)式中： 和 为可学习权重。

W(out)最后，通过全连接层 生成每个节点的标量

得分，表示为

Y = σ′(W(out) Z1+ b(out)) , (16)

σ′ (·)
b(out)

Yi

式中： 可以是二分类的 sigmoid 函数 (或多分类

任务的 softmax 函数等)； 是偏置项。每个节点 i
获得最终预测 ，完成端到端的架构。 

4   结果与分析

本文通过下列的数值计算案例及仿真结果进一步

验证前述方法的有效性。 

4.1  计算案例与指标

贝塞尔函数：贝塞尔函数在波动与振动问题中应

用广泛，通常用于描述波的传播、电磁场等现象，能

够很好地描述波从源点向外辐射的行为。第一类贝塞

尔函数的积分形式为

Jn (x) =
1
π

w π

0
cos(nθ− xsinθ)dθ , (17)

式中：n为阶数。低阶贝塞尔函数通常表现为比较平

缓的波动，适合描述比较简单的波传播模式；高阶贝

塞尔函数通常表现为比较复杂的振荡模式，适合描述

高阶多极子场和复杂的振动模式。具体求解公式

f (x) = Jn (k · r) · cos(n · θ) , (18)

x0 θ

Jn (k · r)

(k · r)

式中：r为场点 x与光源位置 之间的距离； 为场点

相对于光源的方向角； 为波在径向的传播，k
为波数。随着 的增加，波模式将表现为波在不同

方向上的强度分布。随着 n阶数的增加，波的方向性

变得更加复杂。

光波导：模拟光波在矩形波导中的传播，通过高

斯模式分布模拟光的横向模式分布，结合光的折射率
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分布和传播波特性描述最终的光场分布。

E (x,z, t) = n (x) · exp
(
− r2

w2
0

)
· cos(βz−ωt) , (19)

n (x)

w0 β ω

式中：E(x,z,t) 为光场的强度分布，其中 x是横向坐标，

z是沿着光波传播方向的坐标，t是时间； 为波导

折射率； 为高斯模腰半径； 和 为传播常数和角

频率。

本文将网格细化问题看作一个节点分类问题，因

此仅通过准确率来评价网络性能是不够准确的。在平

均损失和准确率的基础上，进一步增加了 F1-Score

(F1) 作为新的评价指标，这在类别不平衡的情况下尤

其有用。F1 的计算公式为

F1 =
2T P

2T P+FP+FN
, (20)

T P FP

FN

F1

[0,1]

式中： 为模型正确预测为正样本数； 为模型错

误预测为正样本数 (实际为负样本数)； 为模型错

误预测为负样本数 (实际为正样本数)。 的取值范围

为 ，值越接近 1，模型性能越好。

其他两个指标的计算公式为

MS E =
1

Ntest

Ntest∑
i=1

(yi− ŷi)2 , (21)

Accuracy =
1

Ntest

Ntest∑
i=1

I(yi = ŷi) , (22)

yi

ŷi Ntest

I(yi = ŷi) yi = ŷi

式中：MSE为均方误差； 为第 i个样本的真实标签；

为模型对第 i个样本的预测值； 为测试样本数；

为指示函数，当 时取值为 1，否则为

0。

另外，在有限元分析中，网格质量同样影响数值

解的精度和计算稳定性，本文使用 Gmsh 软件中评估

网格质量的三个关键指标对不同网格进行评估[30]：最

小逆条件数 (SICN) 主要衡量网格的几何条件数，计

算主要涉及单元的雅可比矩阵，该值趋近于 1 时说明

网格变换等距，数值计算最稳定；Gamma 形状测度，

用于评估网格单元的形状是否接近理想的几何形状，

通常基于单位球体积的归一化形状度量，其计算方式

定义为单元最短边长与单元最长边长的比值，该值

为 1 时，单元是理想形状；最小逆梯度误差 (SIGE)

衡量网格单元的梯度误差，主要用于评估网格的插值

误差，该值为 1 时，表示网格误差最小。 

4.2  消融实验

为了说明 GTF-Net 的融合优势，本文设计了一组

消融实验，将其与单独使用 TransformerConv 的 TF-Net

(Transformer-Net) 和单独使用 GATv2Conv 的 GATv2-

Net 进行详细比较，具体的实验设置见表 2，且性能

评估的关键就是上述三个指标。

从表 3 的数据可以看出， GTF-Net 通过融合
 

表 2　不同神经网络框架参数设置

Table 2　Parameter setting for different neural network frameworks

Parameter GTF-Net TF-Net GATv2-Net

Feature encoder Dense Dense Dense

Transformer layer 4-layer TransformerConv 8-layer TransformerConv None

GATv2 layer 4-layer GATv2Conv None 8-layer GATv2Conv

Skip connections 4 dense skip connections 4 dense skip connections 4 dense skip connections

Layer normalization 8-layer LayerNorm 8-layer LayerNorm 8-layer LayerNorm

Feature aggregation Dense -> ReLU -> Dropout Dense -> ReLU -> Dropout Dense -> ReLU -> Dropout

Classifier Dense Dense Dense

Activation function ReLU, Sigmoid ReLU, Sigmoid ReLU, Sigmoid

Dropout 0.1 0.1 0.1

 

表 3　GTF-Net 与其他方法的性能比较

Table 3　Performance comparison of GTF-Net with other methods

Network MSE/% Accuracy/% F1-Score/%

GTF-Net 1.52 97.9 96.4

TF-Net 1.86 97.5 95.7

GATv2-Net 3.12 95.9 94.2
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Transformer 与 GATv2 的协同架构，实现了全局特征

与局部图结构的高效联合建模。其中，Transformer

层擅长捕捉长距离依赖关系，确保全局信息的完整性；

而 GATv2 层通过动态调整节点间注意力权重，增强

对局部复杂图模式的适应性。相比 TF-Net 和 GATv2-
Net，GTF-Net 的融合框架能够兼顾全局与局部特征，

显著增强模型对图数据中多层次关系的解析能力，从

而在降低预测误差 (如平均损失降低近 50%)、提高分

类精度 (准确率达 97.9%) 以及平衡精确率与召回率

(F1 为 96.4%) 等方面展现出综合优势。 

4.3  对比验证

本文使用 GTF-Net 实现了神经网络和训练脚本。

批量大小设置为 64，学习率优化为 0.001，训练时

设置了最大训练轮数和提前停止耐心轮数，即如果

验证集损失在 20 次迭代中没有改善，则停止训练，

损失函数为均方误差。相应的损失曲线如图 3 所示。

 
 

0.05
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ss 0.10

0.15

0 50 100 150

Epoch

Training and validation loss
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Validation loss

图 3　GTF-Net 的训练和验证损失

Fig. 3　The training and validation loss of GTF-Net
 

图 4 展示了不同情况下贝塞尔函数的求解及其误

差分布。在该实验中，研究了不同网格方案对贝塞尔

函数数值解的影响，并通过表 4 计算梯度误差标准差

以度量其准确性，计算运行时间以度量其计算效率。

(0.5,0.5) n = 2

实验对比了初始均匀网格、GTF-Net 网格和

skFem 网格，后两者采用了不同的自适应网格优化策

略，且网格点数量基本一致。skFem 作为 Python 的

开源有限元方法库，被用于求解偏微分方程，并在本

实验中作为基准方法[31]。在实验中，贝塞尔函数的波

数 k被放大 3 倍，以提高空间频率，光源位置设定在

，阶数 。结果表明，相较于 skFem 网格，

GTF-Net 网格的梯度误差小了一个数量级，同时计算

时间提升了大约 35.74%。说明 GTF-Net 网格在误差

分布上的离散程度更小，即误差在网格上的均匀性较

高，同时计算效率更高。

µm

(0.5,0.5)

µm ω β

t = 0

图 5 描述了光在矩形波导中的传播，波导芯折射

率为 1.45，包层折射率为 1.44，波导宽度为 0.2 ，

波导中心位置为 。在波参数中，波长为

1.55 ，角频率 为光速除以芯折射率；传播常数

为波数乘以芯折射率。光场分布采用高斯模式，横模

分布用高斯函数描述，传播特性用余弦函数表示。传

播方向沿 x轴，时间固定为 。

光波导实验虽然同样采用了原始网格、GTF-Net
网格和 skFem 网格进行对比，但由于光波导方程的解

结构具有更强的局部集中性，其误差分布呈现出不同

的特点。在贝塞尔函数实验中，误差主要分布在高频

振荡区域，而在光波导方程中，误差集中于光源中心

区域的高梯度区域，且边界区域误差较小。

结合表 4 来看，原始网格在光波导实验中的表现

比贝塞尔实验更差，因为均匀剖分的网格无法充分解

析光波导中心的高频变化，使得数值解的误差更加集

中，尤其在光源位置附近的梯度误差较大。GTF-Net
网格在两次实验中均通过局部加密优化了网格结构，

但在光波导实验中，它的效果更明显，使光波导中心

的解析能力得到提升，同时降低了局部梯度误差。在

两个实验中均展现了良好的全局误差控制能力，但在

光波导实验中，它的优势更为突出，使整体梯度误差

分布更加均匀，高误差点更少。

同时，本节以光波导计算为案例，分析不同网格

单元的质量，参数形式为“平均值 (最小值->最大值)”，
见表 5。

由表 5 可知，不同网格方案在单元质量分布方面

存在一定差异。初始网格的平均单元质量较高，整体

质量分布较为均匀，但由于节点数量较少，在计算精

度上存在一定的不足。相比之下，skFem 生成的网格

在单元质量一致性方面表现优异，各单元质量值较为

均衡，虽然平均单元质量相对较低，但这种均匀分布

有助于提高计算的稳定性，减少局部网格过度变形带

来的误差累积。

GTF-Net 网格则在提升计算效率的同时，牺牲了

一部分网格质量。从图 6 可知，相比于初始网格，部

分网格单元的形状质量较低。但这些低质量单元主要

分布在网格加密区域的外围，而加密区域内部的单元

质量相对较高，从而在一定程度上减缓了单元质量下

降对计算精度的不利影响。 
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图 4　贝塞尔函数。(a) 初始网格；(b) 解场 (初始网格)；(c) 梯度误差分布 (初始网格)；(d) GTF-Net 网格；

(e) 解场 (GTF-Net 网格)；(f) 误差梯度分布 (GTF-Net 网格)；(g) skFem 网格；

(h) 解场 (skFem 网格)；(i) 梯度误差分布 (skFem 网格)
Fig. 4　Bessel's equations. (a) Original mesh; (b) Solution field (original mesh); (c) Gradient error distribution (original mesh); (d) GTF-Net
mesh; (e) Solution field (GTF-Net mesh); (f) Error gradient distribution (GTF-Net mesh); (g) skFem mesh; (h) Solution field (skFem mesh);

(i) Gradient error distribution (skFem mesh)

 

表 4　GTF-Net 网格与其他方法的误差比较

Table 4　Error comparison between GTF-Net Grid and other methods

Mesh

Bessel equations Original mesh

Number of
nodes

Number of
elements

Standard
deviation Time/s Ratio/%

Number of
nodes

Number of
elements

Standard
deviation Time/s Ratio/%

Original mesh 98 162 0.016 — — 98 162 0.031 — —

skFem 3474 6842 2.384×10−4 5.46 — 873 1728 3.379×10−5 6.43 —

GTF-Net 3489 6825 3.353×10−5 3.51 35.74 874 1714 2.573×10−5 2.58 59.91
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5   结　论

本文针对有限元求解中自适应网格划分问题，

提出了一种基于注意力融合机制的自适应网格细化框

架——GATv2-Transformer 融合网络 (GTF-Net)，该

模型将图注意力机制与 Transformer 架构相结合，构
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图 5　光波导的求解。 (a) 初始网格；(b) 解场 (初始网格)；(c) 梯度误差分布 (初始网格)；(d) GTF-Net 网格；(e) 解场

(GTF-Net 网格)；(f) 误差梯度分布 (GTF-Net 网格)；(g) skFem 网格；(h) 解场 (skFem 网格)；
(i) 梯度误差分布 (skFem 网格)

Fig. 5　Solving optical waveguide. (a) Original mesh; (b) Solution field (original mesh); (c) Gradient error distribution (original mesh); (d) GTF-
Net mesh; (e) Solution field (GTF-Net mesh); (f) Error gradient distribution (GTF-Net mesh); (g) skFem mesh; (h) Solution field (skFem mesh);

(i) Gradient error distribution (skFem mesh)
 

表 5　不同网格的单元质量分析

Table 5　Element quality analysis of different meshes

Quality parameter Original mesh GTF-Net mesh skFem mesh
SICN 0.9736 (0.8311->1) 0.9644 (0.362->1) 0.866 (0.866->0.866)

Gamma 0.9685 (0.7812->1) 0.9622 (0.3179->1) 0.8284 (0.8284->0.8284)
SIGE 0.9884 (0.9068->1) 0.9874 (0.6281->1) 0.9292 (0.9292->0.9292)
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建了局部几何特征与全局物理场的动态耦合框架，旨

在提高自适应网格划分的质量。实验结果表明，相较

于传统迭代方法，GTF-Net 在贝塞尔函数与光波导案

例中的梯度误差标准差分别降低 23.8% 和 85.9%，同

时计算耗时分别降低 35.74% 和 59.91%，验证了其在

高精度与高效率协同优化方面的显著优势。未来的研

究方向将重点突破三维非规则域网格生成技术、多物

理场耦合建模等核心关键技术，并结合迁移学习框架，

进一步优化模型的泛化能力与适用范围。
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Adaptive mesh partitioning for graph attention
Transformer networks

Han Ting, Ye Jia*, Yan Lianshan, Gan Zongxin

Overview: In  the  fields  of  engineering  and  computational  science,  finite  element  analysis  is  a  commonly  used
numerical simulation tool. Its accuracy and efficiency directly affect the reliability and computational cost of engineering
design.  However,  traditional  adaptive  mesh  refinement  technology  faces  certain  challenges  in  the  pursuit  of  high-
precision  and  high-efficiency  collaborative  optimization.  Especially  when  dealing  with  engineering  problems  with
singular fields or complex boundary conditions, traditional iterative methods often show the problems such as uneven
gradient  error  distribution  and  slow  convergence.  These  limitations  not  only  affect  the  accuracy  of  the  calculation
results, but also limit the application of finite element analysis in complex problems. To address the above problems, this
study  proposes  an  adaptive  mesh  partitioning  framework  based  on  the  attention  fusion  mechanism,  namely  GATv2-
Transformer  fusion  network  (GTF-Net).  This  method  transforms  the  mesh  partitioning  problem  into  a  node
classification problem. Each mesh node is regarded as a node in the graph, and the edges between nodes represent the
relationship  between  units.  The  relationship  between  mesh  units  is  modeled  using  graph  neural  networks,  thereby
achieving adaptive adjustment of mesh partitioning. Graph neural networks automatically adjust the mesh structure by
learning these relationships. The network innovatively combines the graph attention mechanism with the Transformer
architecture, and realizes the dynamic coupling of local geometric features and global physical fields through multi-head
cross  attention  modules,  effectively  improving  the  representation  ability  of  complex  environments.  The  analytical
solution of multiple equations is introduced into the network training, and a multi-task learning objective is constructed
to ensure the generalization performance of the model under different physical field characteristics. The typical optical
waveguide transmission problem example and the solution results of the first-kind Bessel function show that compared
with the traditional skFem method, GTF-Net has improved the calculation speed while reducing the standard deviation
of the gradient error by more than 20% (the Bessel function case is reduced by 23.8%, and the optical waveguide case is
reduced by 85.9%). The experimental results show that the network significantly improves the matching degree between
the  grid  density  distribution  and  the  physical  field  changes  through  nonlinear  mapping  of  the  feature  space,  and  the
method has a certain generalization ability and can adapt to different types of problems and application scenarios. This
method provides a new deep learning solution for adaptive finite element analysis in engineering calculations, and also
opens up a new technical path for the development of data-driven intelligent finite element analysis.

Han T, Ye J, Yan L S, et al. Adaptive mesh partitioning for graph attention Transformer networks[J]. Opto-Electron Eng,
2025, 52(4): 250058; DOI: 10.12086/oee.2025.250058
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