
Opto-Electronic Engineering 

光 电 工 程  

Review
2018 年，第 45 卷，第 6 期

 

170738-1 

DOI: 10.12086/oee.2018.170738 

线性正则变换的离散化研究进展 

孙艳楠 1,2，李炳照 1,2*，陶  然 3 
1北京理工大学数学与统计学院，北京 100081； 
2复杂信息数学表征分析与应用北京市重点实验室，北京 100081； 
3北京理工大学信息与电子学院，北京 100081 

摘要：线性正则变换(LCT)是 Fourier 变换和分数阶 Fourier 变换的广义形式。近年来研究成果表明，LCT 在光学、信

号处理及应用数学等领域有广泛的应用，而离散化成为了其得以应用的关键。由于 LCT 的离散算法不能简单直接地将

时域变量和 LCT 域变量离散化得到，因此 LCT 的离散算法成为近年来的研究重点。本文依据 LCT 的离散化发展历史，

对其重要研究进展和现状进行了系统归纳和简要评述，并给出不同离散化算法之间的区别和联系，指明了未来发展方

向。这对研究者全面了解 LCT 离散化方法具有很好的参考价值，可以进一步促进其工程应用。 
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Abstract: Linear canonical transformation (LCT) is a generalization of the Fourier transform and fractional Fourier 
transform. The recent studies have shown that LCT is widely used in optics, signal processing and applied mathe-
matics, and the discretization of the LCT becomes vital for the applications of LCT. Since the discretization of LCT 
cannot be obtained by directly sampling in time domain and LCT domain, the discretization of the LCT becomes the 
focus of investigation recently. Based on the development history of LCT discretization, a review of important re-
search progress and current situation of discretization of the LCT is presented in this paper. Meanwhile, the connec-
tion among different discretization algorithms and the future development direction are given. It is of great reference 
value for researchers to fully understand the LCT discretization method and can further promote its engineering ap-
plications. 
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1 引  言 
线性正则变换(Linear canonical transform, LCT)是

自由度为 3 的参数化线性积分变换。早在 20 世纪 70
年代墨西哥国立自治大学 Moshinsky 教授和美国俄亥
俄州立大学 Collin教授分别从光学和量子力学两个角
度几乎同时提出了 LCT[1-2]。土耳其比尔肯大学的

Ozaktas 教授团队[3]详细介绍了 LCT 在光学中的发展
历史，并且给出了 LCT的性质。墨西哥国立自治大学
Wolf 教授在文献[4]中给出了信号 )(tx 关于参数矩阵

],;,[ dcba=A 的 LCT的一般定义： 
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)(sgn ⋅ 是符号函数，式(1)称为角频率意义下的 LCT。

通过变量代换 tt π2= ， uu π2= 可以得到与式(1)等
价的另一个 LCT的定义，称为频率意义下的 LCT，此
时变换核为[3-4] 
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在一些情况下令 bd /=α ， b/1=β ， ba /=γ ，

用 3),,( R∈= γβαM 代替参数矩阵 ],;,[ dcba=A 定义

三个参数的 LCT[3-4]： 
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参数 a, b, c, d和α, β, γ有如下关系： 
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这几种定义形式不同，但是相互之间可以相互转

换。LCT 在 )(2 RL 内积的意义下具有酉性，即，逆线

性正则变换(ILCT)的核是原 LCT变换核的共轭转置，
),(),( *

1 tuKutK AA
=− 。对不同变换参数连续做多次

LCT，相当于这些变换矩阵按照变换的次序相乘得到
的矩阵作为变换参数单独做一次 LCT，这是 LCT的可
加性质。当参数取特殊值时，LCT 可退化为 Fourier
变换、分数阶 Fourier变换、尺度变换、Chirp乘积、
Chirp 卷积等[1,3]。在很多文献中，线性正则变换又被

称作为 ABCD变换[5]、广义 Fresnel变换[6]、扩展分数

阶 Fourier变换[7]等。 
LCT是一种仿射变换并且保持区域面积不变，线

性坐标变换效应对波场的相位空间描述，例如 LCT的
Wigner–ville分布函数[8-9]。相对 Fourier变换和分数阶
Fourier变换具有 0个和 1个变换参数，LCT具有3个
自由参数，这使得在传统 Fourier 变换域和分数阶
Fourier 变换域非带限信号可能为某个参数下 LCT 域
带限信号，这克服了一些理论对信号带限的限制。LCT
与分数阶 Fourier变换在时频面上的旋转关系相比，不
仅包括旋转关系，还包括压缩和拉伸等关系，因此 LCT
更加灵活，在光学，应用数学和信号处理领域具有强

大的潜力。近年来，分数阶 Fourier变换无论是在理论
研究还是实际应用中都取得了很好的成果[3,10-20]。LCT
是分数阶 Fourier变换的广义形式，其相关理论研究和
应用也逐渐引起国内外研究人员的重视。在 1997年，
土耳其比尔肯大学的教授Barshan和Ozaktas团队在文
献[21]中首先介绍了如何应用线性正则变换来进行最
优滤波器设计。随后，从 2000 年起，台湾国立大学
Pei 教授团队先后探究了 LCT 的离散化方法[22-26]，特

征值和特征向量[27-29]、二维 LCT[26,30-32]、解析信号的

LCT[33-34]等理论；在 2006 年，以色列本·古里安大学
Stern教授团队首次研究了 LCT域的采样问题[35-36]，这

为 LCT 的采样理论研究提供了一种新思路。在此之
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后，国内研究者北京理工大学陶然教授和李炳照教授、

哈尔滨工业大学史军教授和西安电子科技大学魏德运

教授等团队对 LCT 体系下的采样问题进行了深入的
研究，并取得了很好的研究成果 [37-41]。卷积定理是

Fourier 变换的重要基本定理之一，在 2006 年陶然教
授团队首次提出了 LCT 域的卷积定理并将其应用于
最优滤波器设计[42]。继而有关 LCT的基本理论，如不
确定性原理，LCT 与模糊函数以及 Winger-ville 分布
的关系，最近十几年来也逐渐被提出[43-48]。结合这些

基础理论，LCT已经被广泛地应用在瞬时频率估计[49]、

信号的检测与估计[50]、线性正则域滤波设计[51-52]、雷

达系统[53]、图像处理[54]、语音信号分析[55]等方面。 
从目前研究成果来看，LCT基本理论正在不断完

善。相比与 Fourier变换和分数阶 Fourier变换的基本
理论，前者还有很多方面有待进一步研究，比如 LCT
的离散化与快速算法。为了使得 LCT在信号处理和光
学中得到很好的应用，必须对 LCT的离散化方法和快
速算法进行研究。在 1996年，Ozaktas教授团队首次
提出了分数阶 Fourier 变换基于采样的离散分数阶
Fourier 变换的快速计算方法[56]。在这种算法的基础

上，Pei教授团队于 2000年通过对时域和 LCT域进行
合适间隔的采样首次得到了离散 LCT(discrete linear 
canonical transform, DLCT)的闭合形式定义[22]。针对得

到的 DLCT，利用算子分解的方法得到计算复杂度与
FFT相当的快速算法，但是这种算法不具有 LCT的可
加性质。从此之后，LCT的多种离散化方法和快速算
法相继被研究者提出。例如，在 2005年，爱尔兰都柏
林大学 Sheridan 教授团队，基于快速 Fourier 变换算
法(fast Fourier transform, FFT)思想，利用离散变换矩
阵的性质，提出了具有酉性的基分解快速算法[57]。同

年，Sheridan教授团队根据 LCT变换是 Fourier变换、
分数阶 Fourier变换、尺度变换等广义形式，结合 LCT
变换的可加性质，提出了参数矩阵分解的快速算法[58]，

这种算法能够很好地逼近连续 LCT，是 LCT数值计算
的有效方法。从此，基于 LCT参数矩阵分解的算法得
到了广泛关注，针对不同类型的信号和不同的参数矩

阵分解形式，提出了各种各样的离散化和快速计算方

法。目前，有关分数阶 Fourier变换的离散化方法已给
出一些综述文章，其提拱了丰富的相关文献资源，给

出了三大类型分数阶 Fourier变换的离散化算法，对于
了解分数阶 Fourier 变换的离散化算法具有很好的参
考价值[11,19,59-60]。然而，至今仍然没有关于 LCT离散化

方法和快速算法的综述文献。基于此，本文对 LCT离
散化算法重要研究进展和现状进行了系统归纳和简要

评述。 
本文将从以下几个方面进行详细介绍和比较: 第

2 部分，针对不同类型的信号研究线性正则变换级数
(linear canonical transform series, LCS)和离散时间线性
正则变换 (discrete-time linear canonical transform, 
DTLCT)的有关定义；第 3 部分，研究直接离散 LCT
的不同定义；第 4部分，研究不同分解基下 DLCT的
快速算法；第 5部分，研究基于 LCT参数矩阵分解的
LCT快速算法；第 6部分，研究 DLCT的其他离散化
与快速实现方法；第 7部分，总结全文，探讨 LCT离
散化和快速算法的未来研究方向。 

2 线性正则变换级数(LCS)和离散时

间线性正则变换(DTLCT) 
经典的 Fourier变换体系中，针对信号是否连续是

否周期，主要存在四种不同形式的 Fourier 变换对：
Fourier 级数(FS)，离散时间 Fourier 变换(DTLCT)，
Fourier 变换(FT)，离散 Fourier(DFT)，这四种变换对
分别对应四种不同信号类型，即，连续周期信号，离

散非周期信号，连续非周期信号，离散周期信号。对

于每一种变换对都要考虑信号是否连续，是否周期。

在 Fourier变换对中，只有连续非周期信号和离散周期
信号在时域和变换域才具有相同的形式。文献[61]提
出了只有在时域和变换域具有相同形式的信号才可以

定义分数阶 Fourier变换，这也是分数阶 Fourier变换
具有可加性质的要求。分数阶 Fourier 变换是 LCT 的
特殊形式，那么在 LCT体系下，是否也同样存在相应
的四种变换对及信号类型的限制。由于核函数关于时

间变量 t是 Chirp 周期的[61-62]，因此 Fourier域的周期
性质将对应 LCT域的 Chirp周期性，上述的连续与周
期性问题则转换为考虑信号是否连续，是否为 Chirp
周期的问题。文献[63]已对上述问题给予了详细的回
答。针对信号的连续性、离散性和 Chirp 周期性，提
出了 LCS和 DTLCT。在给出 LCS和 DTLCT之前，首
先，定义 Chirp周期信号：  

定义 1 设 LCT的参数为 ),,( γβα=M ，如对于某

一常数T 来说，信号 )(tx 满足： 
))exp(iπ())( )exp(iπ( 22 ttxTtTtx ⋅=−− γγ  ,  (3) 

则称信号 )(tx 是周期为T 的 Chirp周期信号[64]。 
根据 Chirp 周期信号的定义，可以对任意信号
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)(tx 和参数为 3),,( R∈= γβαM 的线性正则变换

)(uLx
M 定义 Chirp 周期(或周期复制和相位调制信号)
延拓信号[63]： 
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这里 B，W是任意常数。针对上述的 Chirp周期信号，
Ozaktas 等人[63]通过对输入信号进行采样以及正变换

和逆变换的对偶关系，得到 DTLCT 和 LCS，其中
DTLCT定义为 
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与这类 DTLCT相对应的 LCS定义为 
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这里 T是信号 )(tx 的 Chirp周期。式(9)表明一个 Chirp
周期信号在任何Chirp周期内可以精确地展开为 LCS，
展开系数是信号 )(tx 的 LCT在采样点 |)|/( βTn 的值。

在实际应用中很多信号不是 Chirp 周期信号，因此上
述的精确相等关系只能是近似相等。针对非 Chirp 周
期信号中的一类有限长信号，西安电子科技大学魏德

运等人 [65-66]提出了 LCS，其思想是将冲击函数
)(δ 0nuu − 看作是 LCT域的基函数，对 )(δ 0nuu − 做参

数矩阵为M的逆 LCT，同时考虑正交性条件，得到参
数矩阵M下 LCS时域的正交基函数 )(tΦn

M ： 
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其中： )/(10 βTu = ，T 为信号的长度，利用基函数
)(tΦn

M 对信号进行级数展开，根据基函数的正交性，

得到有限长信号的展开系数。 
设信号 )(tx 是定义在区间[-T/2，T/2]的有限长信

号，T为常数，则 )(tx 的 LCS可以展开为 
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LCS的展开系数可以从信号 )(tx 的参数矩阵为M
的 LCT采样中得到： 
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这与传统的 FS 对连续非周期信号在有限区间内展开
是类似的。式(10)在信号 )(tx 定义区间内是成立的，

在给定的区间之外是这些信号的 Chirp 周期复制。利
用 LCS的对偶性得到了与式(10)相对应的 DTLCT[67]，

也即，把时域的离散采样看作是参数M=(0,1,0)的 LCS
展开系数，那么离散时间信号 )( tnx Δ 的 DTLCT 可以
看作是 )(]0,1,0[ uLx

− 在参数为 ))/(,/,/( αβγβγαβ−=M
时 LCS的系数[67]。这种 DTLCT是从 LCS出发得到且
在 LCT域是离散的，与文献[57,63,68]中定义的DTLCT
不同。 

LCS是 FS的推广，类似于 FS，在三角基函数下，
周期信号可以在任意周期内展开为 FS的形式。相应的
在 Chirp 基函数下，如果一个信号是 Chirp 周期的，
那么这个信号在任意的Chirp周期内可以展开为 LCS。
对于一般的信号，可在有限区间内进行 LCS展开，在
这种情况下，展开形式在这个区间之外是信号的Chirp
周期复制。 
表 1 给出了对不同类型的信号在 LCT 体系下和

Fourier体系下的比较。从表 1中可以得到，任意一个
域的离散化必将会导致另外一个域的 Chirp 周期化。
如果一个信号在一个域既是离散又是周期的，那么另

表 1  不同类型信号的线性正则分析 
Table 1  The linear canonical analysis of different types of signals 

变换类型 时域 LCT域 经典频域 

LCT 连续 连续 连续(FT) 

LCS 连续 Chirp周期 离散非 Chirp周期 离散非周期(FS) 

DTLCT 离散非周期 连续 Chirp周期 连续周期(DTFT) 

DLCT 离散 Chirp周期 离散 Chirp周期 离散周期(DFT) 
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一个域也具有相应的性质，这是 DLCT的特性。 

类似于离散 Fourier(DFT)和离散分数阶 Fourier变
换(DFRFT)，离散 LCT(DLCT)是使得 LCT得以广泛应
用的基础。在 LCT被定义之后，有许多研究人员定义
和研究了 DLCT的离散化方法和快速算法，为了保证
数值计算的结果与连续 LCT变换一致，通常一个好的
离散化方法要求 DLCT 同时具有以下尽可能多的性
质： 

1) 数值计算结果逼近连续变换； 
2) 酉性，即

1H)(
−

= AA
xx LL ，H表示共轭转置； 

3) 具有旋转相加性质，即 CBA
xx LLL = ，这里

ABC = ； 
4) 当 A取特殊值时，能够与现有的离散算法，如

离散 Fourier 变换 (DFT)，离散分数 Fourier 变换 
(DFRFT)一致。 
本文所提到的离散算法的前提是输入信号的时域

和变换域都是近似带限的，那么首先定义带限信号： 
定义 2 如果信号 )(tx 对于某一个常数 0W ，满足

|/2| 0Wt ≤ 时， 0)( ≠tx ，那么信号 )(tx 是时域带限的，

W0称为信号的时宽。 
定义 3 如果信号 )(tx 对于某一个常数 B0，满足

|/2| 0Bu ≤ 时， 0)( ≠uF ，那么信号 )(tx 是频域带限的，

这里 )(uF 是信号 )(tx 的 Fourier 变换，B0称为信号的

频宽。 
定义 4 如果信号 )(tx 对于某一个常数 B，满足

|/2| Bu ≤ 时， 0)(/ ≠uLx
AM ，那么信号 )(tx 是参数M或

者 A的 LCT域带限，这里 )(/ uLx
AM 是信号 )(tx 的参数

为M或者 A是 LCT，B称为信号在 LCT域的频宽。 
众所周知，一个非零信号不可能在时域和变换域

同时带限[69-70]，但是在实际应用中通常限定信号的时

宽和带宽都是有限的，这种假设也是算法设计的误差

来源之一。基于 1)∼4)的要求，近些年来，研究者们提
出了很多 DLCT的定义和快速实现方法。因此，我们
将从DLCT的提出到快速实现对 LCT的算法进行详细
概述。最简单的 DLCT定义是将连续变换中的时间变
量 t和 LCT域的变量 u直接变换为 tnΔ 和 umΔ ，这里
tΔ 和 uΔ 分别是时域和 LCT域的采样间隔，n和 m为
整数，这种离散化方法称为直接离散 LCT。 

3 直接离散 LCT 
直接离散 LCT的方法有以下两种，第一，直接对

积分变量中的 t和 u进行离散化，将积分转化为有限
项求和；第二，利用冲击函数，对输入信号进行采样，

然后对采样得到的信号做 LCT，得到离散时间 LCT，
进一步对 DTLCT 截取有限项，再结合采样定理对输
出变量进行离散化，最后得到 DLCT；这两种离散化
的方式不同，但是在一定条件下是相互等价的。Pei
教授团队和 Sheridan教授团队分别利用这两种方式提
出了以下 DLCT的定义。为了区别他们的离散化方法，
分别命名为 Pei方法和 Sheridan方法。 

3.1 Pei 方法 
2000 年，Pei 等人[22]利用第一种方式首先得到了

如下 DLCT： 

t
b

umX Δ=Δ
i2π

1)(A  

( ) ( )2 2 12 1 i
2 2

2
e ( )

d aN m u n t mn u t
b b b

n N
x n t

⎡ ⎤− Δ + Δ − Δ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

=−
⋅ Δ∑  , (11) 

这里 tΔ 与 uΔ 是时域变量 t和 LCT域变量 u的采样间
隔， 12/,,12/,2/ −+−−= MMMm … ，N 和 M 分别
是时域和 LCT域的采样点数。当 NM ≥ 时，利用DLCT
的变换核矩阵的共轭转置是逆变换的离散变换核矩

阵，得到当采样间隔 tΔ 与 uΔ 满足式(12)时： 

M
but ||2π

=ΔΔ  ,            (12) 

式(11)具有酉性。通过对变换矩阵进行归一化，得到
具有酉性和可逆性的 DLCT： 

M
umX 1)( =ΔA  

( ) ( )2 2 2π sgn( )2 1 i
2 2

2
e ( )

d a mn bN m u n t
b b M

n N
x n t

⎡ ⎤− Δ + Δ −⎢ ⎥⎣ ⎦

=−
⋅ Δ∑  , (13) 

这里 )sgn(⋅ 是符号函数，即 

⎩
⎨
⎧

<−
>

=
0,1
0,1

)sgn(
b
b

b  。         (14) 

相应的逆离散线性正则变换为 

M
tnx 1)( =Δ  

( ) ( )2 2 2π sgn( )2 1 i
2 2

2
e ( )

a d mn bM n t m u
b b M

m M
X m u

⎡ ⎤− − Δ + Δ −⎢ ⎥⎣ ⎦

=−
⋅ Δ∑ A  , (15) 

当 M=N 取 A=[0,1;-1,0]时，式(13)和式(15)是经典的
DFT变换对。文献[36,68]提到的 DLCT都是这里定义
的 DLCT特殊情况。 
此外，当 b=0时，式(13)定义的 DLCT将不成立。

针对这种情况，Pei等人[22]基于变换指标 n和 m必须
是整数的要求，将离散定义分为 d是整数和 d为非整
数两种情况给出了 DLCT的定义。针对 d是整数的情
况，直接将变量 u离散得到： 
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)(e)( 2
)(i
2

udmxdumL
umcd

x Δ=Δ
Δ

A  。    (16) 

针对 d是非整数的情况，将利用 LCT参数矩阵分
解来得到离散形式，这部分将在后面的 5.4 节给予详
细的分析和讨论。 
这类DLCT要求信号时域和频域带限，时宽为W，

频宽为 B0，即： 
2

2

1| ( )|d 1
| ( )|d

W

W
x t t

x t t
+

+∞−

−∞

⋅ ≈∫
∫

 

其中 tNW Δ= 。为了使 DLCT能够逼近连续 LCT，采
样间隔要满足采样定理保证采样的充分性，即： 

W
b
aB

t
⋅+>

Δ 0
1  

在这类算法提出之后，Sheridan 等人利用第二种
方式提出了如下 DLCT。 

3.2 Sheridan 方法 
在 2005年，Hennelly 等人[57]通过对输入信号 )(tx

利用冲击串 δ δ( )t
n

t n t
∞

Δ
=−∞

= − Δ∑ 进行采样，得到采样信

号 )(s tx ，即： 

s ( ) ( )δ ( )δ( )t
n

x t x t x t t n t
∞

Δ
=−∞

= = − Δ∑  ,    (17) 

然后对 )(s tx 做参数为 ),,( γβα=M 的 LCT，得到
离散时间 LCT 式(6)，通过对离散时间截取足够大的
N ， 再 对 LCT 域 变 量 u 进 行 采 样 间 隔 为

|)|/(1 βtNu Δ=Δ 的采样(不防令 0>β )，得到 DLCT： 
2 22 1

iπ[ ( ) 2 ( )( ) ( ) ]

2
( ) ( ) e

N
m u m u n t n t

n N
X m u x n t α β γ

−
Δ − Δ Δ + Δ

=−
Δ = Δ ⋅∑M , (18) 

其中 12/2/ −≤≤− NmN ，离散变换核为 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
Δ+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=
2

2
)(2iπ

, e
tn

N
mn

tN
m

mn
NW

γ
β

α

 ,      (19) 

这里忽略了系数 4
πi

e
−

β ，其对算法的推导没有影

响。 
当 M=N时，文献[22]和文献[57]两种 DLCT的定

义从本质上来说是等价的，都要求采样间隔满足

Nbut /||π2=ΔΔ 或 |)|/(1 βNut =ΔΔ ，算法在 LCT参
数取特殊情况时，可以退化为特殊的离散变换。这两

种 DLCT都需要选择合适采样点数 N，时域采样间隔
tΔ 、LCT 域采样间隔 uΔ ，使离散变换的结果能够很
好地逼近连续变换同时保持酉性。对以上参数选择的

方法在文献[36,63]中给出了详细介绍。文献[71]从数学
角度给出了当 LCT 域采样间隔是 Ding 采样间隔

)/(||π2 tNb Δ 的 q倍(q与采样点数 N互质)时，DLCT
都具有酉性[72]。酉性在工程中也极其重要，如相位调

制，因此，文献[71]的结论对定义 DLCT将非常有用。
后来，Sheridan等团队为了克服文献[57]中 DLCT定义
的限制，提出了如下改进的 DLCT。 

3.3 改进的 DLCT 
在文献[57]中给出的 DLCT，输出范围与离散变换

点数 N，时域的采样间隔 tΔ 以及变换参数β有关。这
里β是任意，无法先设定，那么对于给定的 N，必须通
过改变 tΔ 来改变输出的频率范围。这两个要求限定了
必须给定以下三个变量中的两个才能有效进行离散

化，即输入范围，输出范围，采样频率。为了克服这

些限制，在文献[73]中提出了以下三种改进的 DLCT： 
1) 尺度保持的 DLCT 

2 22 1
iπ[ ( ) 2 ( )( ) ( ) ]

2
( ) ( ) e

N
m t m t n t n t

n N
X m t x n t α β γ

−
Δ − Δ Δ + Δ

=−
Δ = Δ ⋅∑M , (20) 

根据采样定理[35]，这里 |)|/(1 βBtu =Δ=Δ ，其中 B是
输入信号的 LCT 域关于参数 M 的带宽；采样点数

N=W/Δt，W 是信号的时宽。这个算法实现时，必须

首先根据文献[35]中的推论 2，确定时域的采样间隔
Δt，然后确定采样点数 N。利用这种算法可以得到区
间 ]2/2/[ tNtN ΔΔ− ， 内 LCT 域的频谱，但是无法观测
更大区间的 LCT频谱。基于这个限制，通过引入一个
自由变量 s，提出了任意尺度扩展的 DLCT。 

2) 尺度变化的 DLCT 
2 22 1

iπ[ ( ) 2 ( )( ) ( ) ]

2
( ) ( ) e

N
sm t sm t n t n t

n N
X m t x n t α β γ

−
Δ − Δ Δ + Δ

=−
Δ = Δ ⋅∑M , (21) 

这里 12/2/ −≤≤− NmN 。该算法输出的范围为

]2/2/[ tsNtsN ΔΔ− ， 。该定义实质是 Pei 定义的
DLCT[22]。只是这里的引入参数 s更加直观，可以通过
选择参数 s改变输出的范围。当采样点数 N 一定时，
可以根据需要适当选择缩放因子 s来扩大和缩小 LCT
域的频谱。由于采样间隔受采样定理的限制，因此，

需要根据 LCT 对信号 Wigner-Ville 分布(WVD)的影
响，考虑插值或抽取运算来满足采样的条件。这样会

给算法带来插值误差，那么为了克服这一问题，文献

[73]提出了另外一个更加灵活的 DLCT，即任意尺度的
DLCT。 

3) 任意尺度的 DLCT 
这类 DLCT定义输出点数 NM ≠ ，即： 

2 22 1
iπ[ ( ) 2 ( )( ) ( ) ]

2
( ) ( ) e

N
sm t sm t n t n t

n N
X m t x n t α β γ

−
Δ − Δ Δ + Δ

=−
Δ = Δ ⋅∑M , (22) 

这 里 12/2/ −≤≤− MmM ， LCT 域 的 范 围 为

]2/2/[ tsMtsM ΔΔ− ， ，算法不需要对信号进行插值运

算。 
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针对上面的 DLCT，直接求和计算需要 )(NMO 次

复数算术运算，其中一次算术运算包括一次复数乘法

和一次复数加法。高效算法的引入可以使计算复杂度

大大降低。这些降低计算复杂度的算法统称为快速

DLCT。一般来说，快速算法能够将 N 点 DLCT 的计
算复杂度降到 )log( NNO 。其优点还包括：减小了存

储需求、降低了由于有限位运算(乘/除和加/减在实际
中都是以有限字长实现的)引起的计算误差。接下来将
分别介绍现有的快速 DLCT算法。 

4 基分解的快速 DLCT 
在式(18)定义的 DLCT 基础上，将 N 点 DLCT，

转化为多个短序列的 DLCT，利用这些短序列的
DLCT，通过迭代算法实现 N 点快速运算，这样的算
法称为基分解快速 DLCT。经典 DFT已经有很多快速
实现方法，例如基 2时间抽取，基 2频域抽取和分裂
基 FFT 算法等。最近十几年，基于 FFT 的思想利用
LCT 的时移和频移性质、Chirp 周期性质、离散变换
核的对称性质，提出了一些基分解的快速 DLCT算法
[57,74-77]。离散序列的 LCT时域和频移性质如下： 

性质 1 连续信号 )(tx 以采样间隔为 tΔ 离散化以
后，得到序列 )( tnx Δ ，离散序列 )( tnx Δ 的 DTLCT 式
(6)具有如下时间移位和调制性质： 

∑
∞
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性质 2 式(18)定义的 DLCT，离散变换核 mn
NW

, 具

有以下性质： 
mn
pN

pmn
N WW ,

/
, =  ,           (25) 

mn
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N WxpW ,

/
, ),(ν=+  ,       (26) 

其中： 
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这些性质对推导 DLCT 基分解快速算法非常重
要。 
为了使 mn

NW
, 具有对称性质，引入中间变量 h，满

足 /t h NΔ = ，那么 mn
NW

, 转化为 
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mn
hNW
,
, 具有以下性质： 
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其中：      
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充分利用以上性质，将基分解的 DLCT算法分为
频率抽取算法，时域抽取算法，时域和频域同时抽取

算法。 

4.1 频率抽取算法 
文献[75]首先提出了基 2 频率抽取算法。该算法

将 N 点输入序列分解为前半部分与后半部，转化为如
下 DLCT： 

{
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其中 12/2/ −≤≤− NmN 。利用式(25)和式(30)，得到： 
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然后将 m分为偶数和奇数情况，式(34)简化为 
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NX m u x n t x n t
−

=−

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞Δ = Δ + + Δ⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
∑M  

mn
N

NN WNnN ,
2/0 2

,
2 ⎭

⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ μμ  ,     (35) 

{
1

2 2
2 3

2

1 1((2 1) ) , , ( )
2 2

N N

n N
X m u m n x n tμ μ

−

=−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ = Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑M

2
1,

2/0 2
,

22
+

⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

mn

N
NN WNnNtNnx μμ 。(36) 
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那么 N 点 DLCT 可以通过式(35)和式(36)转化为
两个 N/2点 DLCT实现，这一算法本身可以节省部分
算术运算，而更多的节省来自于将 N/2点序列不断的
重复分解直到分解为 2点序列为止。在输入信号的长
度为 N=2n时，算法具有高的计算效率，相应的计算复

杂度为 )log( NNO 。 
当数据长度 qN 3= 时，文献[75]利用相同的思想

提出了基 3频域抽取算法，首先将 N点的序列分解为
长度为 N/3点的离散序列(即前 N/3个点，中间 N/3点
以及后 N/3)： 

)/()( rjNnxtnx j +=Δ , 
1)2/)1((2/ −−−≤≤− rrNnN , 

0,1,2, , 1j r= −… ， 

然后频域 m 分解为 jm +3 ， 16/6/ −≤≤− NmN ，

2,1,0=j ，不断重复这种分解最后得到计算复杂度为

)log( NNO 的快速算法。为了使分解基长度更加的灵

活，文献[77]进一步提出了一般基频域抽取算法，当
输入数据长度 srN = 时，首先将数据分解为 r个长度
为 s的短数据，相应的 m分解为 r个长度为 s的序列，
即为 jrm + , 1)2/(2/ −≤≤− rNmrN ，这样就把一个长

度为 N的 DLCT分解为 r个长度为 s的短序列 DLCT
计算。利用这种分解方法可以实现基为素数的 DLCT
快速计算，并且可以根据实际的需要来选择分裂基的

长度，这里对输入数据的长度N要求仅为任意的合数，
分裂基的长度是 N的因子。因此，一般基频域抽取算
法更加灵活。 
从算法的分解来看，在分解过程中输入信号都是

顺序输入的，但是输出的顺序是按一定间隔抽取的。

相反，针对输出是顺序的，输入将按照一定规律抽取，

这样的算法称为时间域抽取算法。 

4.2 时间域抽取算法 
文献[74]提出了基 2 时间抽取算法，首先将输入

的 N 点离散序列分解为长度为 2/N 点两部分序列，

一部分是包含偶数离散点 )(2 tnx Δ ，一部分包含奇数

离散点 ))1((2 tnx Δ+ ， 14/4/ −≤≤− NnN ，即： 

{
4 1

4
( ) (2 ) (2,0)

N

n N
X m u x n t ν

−

=−
Δ = Δ∑M  

[ ] } ,
/2(2 1) (2,1) n m

Nx n t Wν+ + Δ  ,   (37) 

这里用到了式(26)， )(⋅ν 见定义式(27)。然后将频率变
量分解为前半部分与后半部分，得到两个长度为 2/N
的 DLCT： 

{
4 1

4
( ) (2 ) (2,0)

N

n N
X m u x n t ν

−

=−
Δ = Δ∑M  

          } ,
/2[(2 1) ] (2,1) n m

Nx n t Wν+ + Δ ⋅ ， 

{
( 4) 1

4
(( ) ) (2 ) (2,0)

2

N

n N

NX m u x n t ν
−

=−
+ Δ = Δ∑M  

 [ ] } mn
N

tN
Nm

Wtnx ,
2/

)(
4iπ 2

e)1,2()12( β
α

ν Δ

+
⋅

⋅Δ++  ，   (38) 

这里 12/ −≤≤− mN 。因此，可以利用两个 2/N 点的

DLCT得到长度为 N 点的 DLCT。同样，可以将 2/N
点的序列反复分解与迭代直到分解为 2点 DLCT。为
了改善时间抽取基长度的灵活性，文献[76]进一步提
出了一般基的时间抽取算法。这与频率抽取算法类似，

可以根据需要来选择基的长度，这里对输入数据长度

要求为合数，即 srN = ，可以适当选择 s和 r的大小
来选择合适的基。 

4.3 时间和频率同时抽取算法 
自然的，可以结合时间和频率同时抽取来进一步

得到离散算法。文献[57]利用时域和频域同时抽取提
出了基 4快速 LCT。该算法首现将 N点的序列分解为
长度为前半部分和后半部分长度为 2/N 的序列，即式

(33)，然后再将分解后得到的序列和频率同时分解为
包含偶数点和奇数点两部分，这样输入的序列被分解

为长度为 4/N 的 DLCT，即得到如下算法： 
4 4

1
1 1(2 ) ( ) , ( )
2 2

N NX m t A m m B mμ μ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M , 

4
2

1((2 1) ) , ( )
2

NX m t m C mμ ⎛ ⎞+ Δ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

M  

4 4 4
2 1

1 1 1, , ( )
2 2 2

N N Nm m D mμ μ μ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (39) 

其中： 14/4/ −≤≤− NmN ， 
1

4
( ) (2 ) 2

2n N

NA m x n t x n t
−

=−

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞= Δ + + Δ⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
∑  

mn
hN

NN WNnN ,
,4/0 2

2,
2 ⎭

⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ μμ  ,  

{
1

4
0

4

1( ) , ((2 1) )
2

N

n N
B m n x n tμ

−

=−

⎛ ⎞= + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

mn
hN

NN WNnNtNnx ,
,4/0 2

12,
22

12
⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ μμ ， 

1

4
( ) (2 ) 2

2n N

NC m x n t x n t
−

=−

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞= Δ − + Δ⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
∑  

4 ,
0 3 /4,

1, 2 ,
2 2 2

N N N n m
N h

N Nn n Wμ μ μ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭

 ,  

{
1

4 4
0 3

4

1 1 2 1( ) , , ((2 1) )
2 2 2

N N

n N

nD m n x n tμ μ
−

=−

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

mn
hN

NN WNnNtNnx ,
,4/0 2

12,
22

12
⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− μμ  。 



光电工程    DOI: 10.12086/oee.2018.170738 

170738-9 

利用 Chirp 周期性质式 (8)，将式 (39)转化到
8/8/ NmN ≤≤− 内进行迭代计算，进而通过计算两个

短序列 DLCT得到原 N 点序列 DLCT。进一步将 / 4N
点的序列分解为两个 16/N 点的序列，然后通过计算

两个 16/N 点序列的 DLCT 得到原来 4/N 点序列的

DLCT，重复这一过程直到分解为 4点或者 2点序列为
止。这个算法称为是 DLCT基 4分解的快速实现方法，
要求输入信号的长度为 q2 ，q是任意的正整数，算法
的计算复杂度 )log( NNO ，并且具有好的可逆性和酉

性。 
基于这些分解算法结合文献[78-79]所提算法，文

献[74]提出了基 2时间/频率分解和基 4分解算法。这
个算法具有较少数目的加法和乘法，但是目前对

DLCT 基分解的实现还没有最优选择方法。基分解的
DLCT快速算法是仅仅利用 LCT的一些性质来高效率
地实现 DLCT的计算。另外，在很多文献中利用 LCT
的可加性结合已有的 LCT 特殊情况的算法给出了算
子分解的算法。 

5  算子分解的 DLCT 
通过 LCT 的可加性，将 LCT 算子分解为具有快

速算法的特殊算子(Fourier算子、分数阶 Fourier算子、
Fresnel算子、Chirp乘积、尺度变换算子等)的乘积，
进而得到 LCT快速算法，这种类型的算法称为算子分
解的 DLCT。此类算法重点在于考虑分解过程中采样
的充分性，保证离散点能够很好地恢复连续变换。在

这个过程中采样率和采样点数的确定是算法的关键。

采样率可以根据 Nyquist-Shannon或者 LCT域采样定
理确定；而离散点恢复连续变换的最少采样点数等于

信号的时宽带宽乘积[80]，因此，在离散化之前必须选

择合适的时宽和带宽使其包含信号绝大部分能量。

Wigner-Ville分布是一种双线性时频工具[46]，其实质是

反映信号能量在时频平面内的分布。经典的 FT 对信
号 WVD 的影响表现为时频平面旋转 2/π 角度，而分

数阶 Fourier变换对信号WVD的影响是时频平面任意
角度的旋转。不同的变换对信号WVD有不同的影响，
因此会影响变换前后信号的时宽和带宽。根据 LCT与
信号 WVD 的关系，以及在分解过程中特殊算子对
WVD 的影响，确定变换后信号时频带宽乘积(signal 
bandwidth product, SBP)，根据变换前后 SBP的关系确
定插值或者抽取的倍数，那么 SBP的确定将是算法的
又一关键点。首先给出 LCT与WVD的关系。 

5.1 LCT 与 Wigner-Ville 分布 
信号 )()( 2 RLtx ∈ 的Wigner-ville分布(Wigner-Ville 

distribution, WVD)定义为[60,81-83] 

* i2π
WV ( , ) e d

2 2xD t x t x t ωττ τω τ∞ −
−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

* i2
WV ( , ) e d

2 2uD t F t F t ωττ τω τ∞

−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ,  (40) 

其中 )(⋅F 是信号 )(tx 的 Fourier变换。Wigner-Ville分
布与 LCT 存在密切的联系，即一个信号 LCT 的
Wigner-Ville 分布是原信号 Wigner-Ville 分布坐标的
仿射变换[44-46,84-85]，也就是说，若 )(uLx

A 是信号 )(tx 的

LCT，则 )(uLx
A 与原信号 )(tx 的WVD有如下关系： 

),(),( WVWV
avcubvduDvuD xLx

+−−=A  , 

),(),(
WVWV dvcubvauDvuD

xLx ++= A  。 

当变换参数 a, b, c, d取特殊情况时，上式退化为
相应特殊变换对信号WVD的影响，如： 

1) Scaling(尺度变换) 
1( )x

uL u f
S S

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  ,           (41) 

 

10 1 0
10 0

S
S

MS

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A 。 

此变换对信号WVD影响： 

WVWV ( , ) ,
x

xL

uD u v D Sv
S

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  ,       (42) 

这里 S>0称为尺度变换因子。 
2) Fourier变换(FT) 

)(
4
πiexp)( uFuLx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=A  ,         (43) 

 
1

01
10

01
10 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=A 。 

FT变换对信号的WVD影响： 
),(),( WVWV
uvDvuD xLx

−=A  ,      (44) 

相当于时频面顺时针旋转π/2。 
3) Chirp乘积(Chirp multiply, CM) 

)()iπexp()( 2 uxquuLx ⋅⋅−=A  ,       (45) 
1

1
01

1
01 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
qq

A  。       (46) 

CM对信号WVD的影响： 
),(),( WVWV

quvuDvuD xLx
+=A  。     (47) 

4) Chirp卷积(Chirp convolution, CC) 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∗=

r
u

r
ufuLx

2πiexp1
4
πiexp)()(A  ,  (48) 

 
1

10
1

10
1 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

rr
A 。 

它对信号WVD的影响： 
),(),( WVWV
vrvuDvuD xLx

−=A  。     (49) 

5) 分数阶 Fourier变换(FRFT)  
信号 )(tx 的 a阶分数阶 Fourier 变换[3,11,56,59,86-90]定

义为 

∫
∞

∞−
== ttxtuKuFL a

a
x d)(),()(A  ,      (50) 

2 2iπ( cot 2 csc cot )1 icot e , 2
( , ) δ( ) , 4

δ( ) , 4 2

u ut t

a

a k
K u t u t a k

u t a k

θ θ θθ − +⎧ − ⋅ ≠
⎪

= − =⎨
⎪ + = ±⎩

 , 

这里 k是任意的整数， π/2a=θ ， 
π πcos sin
2 2
π πsin cos
2 2

a a

a a

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=

⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

A  

1
π πcos sin
2 2
π πsin cos
2 2

a a

a a

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

。 

FRFT对信号WVD的影响： 

WVWV

π π( , ) cos sin ,
2 2x

xL

a aD u v D u v⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
A  

π πsin cos
2 2
a au v ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

 。   (51) 

图 1给出了原信号的WVD是矩形区域时，经过
一些特殊变换之后信号的 WVD。从图 1 可以得出变
换前后信号的时宽和带宽将会发生变化，从而会影响

信号的时宽带宽乘积。在文献[58,91]中给出了经过
LCT变换之后信号时宽带宽积(signal wide bandwidth 
product, SBP)一般计算方法。下面将根据信号的时频
区域是否为矩形，以及采样率是否在 Nyquist-Shannon
意义下确定，详细概述已有的快速 LCT算法。 

5.2 时频是任何形状的矩阵分解算法  
文献[58]利用线性代数矩阵相乘的方法，对于时

频平面为任意形状的信号，研究了信号通过一个光学

系统以后 SBP的计算方法。假设信号的能量集中在时
频平面的任意多边形内(这里令为四边形，如图 2(a))，
四边形的四个顶点坐标为 ),( 11 ut ， ),( 22 ut ， ),( 33 ut 和

),( 44 ut ，定义坐标矩阵： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4321

4321

uuuu
tttt

S  ,         (52) 

图 1  一些变换对信号 WVD 影响。(a) 原信号的 WVD；(b) 尺度变换之后；(c) Fourier 变换

之后；(d) Chirp 乘积变换之后；(e) Chirp 卷积变换之后；(f) 分数阶 Fourier 变换之后 

Fig. 1  WVD of (a) original signal, (b) scale transform, (c) FT, (d) CM, (e) CC, and (f) FRFT 
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和距离矩阵： 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−

−
=

1
1
0
0

1
0
1
0

0100
1010
1001
0111

D  ,   (53) 

以及范围向量： 

  ||max
0

0 SDE =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
B
W

 , 

其中： 0W 和 0B 分别是信号的时宽和带宽，离散点恢
复连续信号的最小采样点数 0N 可以通过以下矩阵相
乘得： 

REET
000 2

1
== BWN  ,         (54) 

其中 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

01
10

R 。 

根据 LCT与WVD的关系，经过 LCT以后，在新
的时频平面 ut ′−′ 下(如图 2(b))，时频区域多边形的形
状发生了改变，但是面积和多边形的边数与原信号在

时频平面 ut − 相同，设在新的坐标变换意义下： 

SS ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′′′
′′′′

=′
dc
ba

uuuu
tttt

4321

4321  ,     (55) 

那么相应的新范围向量： 

||max DSE ′=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=′

n

n

B
W

 ,         (56) 

继而可以得到新的 SBP： 

ERE ′′== T

2
1

nnn BWN  。        (57) 

如果坐标矩阵 S和距离矩阵D应用于 n个顶点的
边界区域，那么坐标矩阵 S转变为 2×n维矩阵，距离
矩阵 D变为 ∑ −

=
× 1

1
n
j jn 维。 

光学中常常用到的几种特殊 LCT[58]，如光学

Fourier 变换，光学分数阶 Fourier 变换，FST 变换，
尺度变换(ST)，利用上述定义的矩阵 S、S′和 D求得信
号经过这些变换后信号的 SBP。结果表明光学 Fourier
变换和尺度变换对信号变换前后时宽带宽乘积没有影

响；光学分数阶 Fourier变换和 Chirp调制信号，以及
FST 变换对信号变换前后信号 SBP 会随变换参数改
变。为了保证离散 LCT在 Nyquist-Shannon采样定理
意义下能够很好地逼近连续情况，要根据 0N 和 nN 关
系确定每种变换在离散情况下插值或抽取倍数[92-94]。 
在很多文献中已对这些特殊变换的离散方法进行

了研究[56,95-101]。在光学中应用最为广泛的 FFT可以被
用来计算分数 Fourier变换[56,59,64,102-105]，FST[106-107]。对

处理采样点数 N 很大的情况，能够提高算法的效率。
因此，可以将 FRFT，FST，LCT等分解为包含 FT的
变换进行离散算法的研究。又因为，尺度变换不改变

信 号 的 SBP ， 只 是 将 采 样 间 隔 改 变 为
tSt Δ→Δ , Suu /Δ→Δ ， S 是尺度变换因子，所以它

的离散化方法可以直接对连续变换进行采样即可。对

于 Chirp 乘积进行离散算法研究时只需要将离散的序
列与离散的 Chirp 信号相乘。而 FST 相当于 )(tx 与

)/(iπe ft λ⋅ 的卷积，基于时域卷积可利用频域的相乘实

现，那么离散 FST实现可以通过 FFT与 IFFT来快速
计算。所以根据矩阵相乘可以将 FST 分解为只包含
FT，ST，CM算子乘积形式[58,108]。 
最早，在文献[109-110]中，已经给出了 LCT参数

矩阵的分解，但是没有给出相应的数值计算方法。后

来，在文献[58]中结合现有的 FST，FRFT的离散化算
法，将 LCT 算子分解为 FT、ST、CM、FST、FRFT
算子的组合，提出了相应的快速算法。文献[58]首先
给出了以下四种 FST的分解形式： 

图 2  任意信号 LCT 的 WVD 的影响。(a) 变换之前；(b) LCT 变换之后 
Fig. 2  WVD of (a) original signal and (b) LCT 
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其中： 21 ffzT += ， 2/1 fzM T−= ， TMzz = ， 1f 和 2f
是任意的， zpq =)2/πtan( ；然后研究了三种 FRFT
分解形式[56,111-112]： 
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其中： )2/πsin(/1 pS = ， )2/πtan(/1 pT = ；最后，基

于以上 FST和 FRFT的分解，文献[58]提出了 LCT的
分解： 
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其中： apm =)2/πcos( ， bpqm =)2/πsin(λ 选择 f 使
得 cmqpfa =− λλ /)2/πsin(/ ，根据式(58)和式(59)，
得到 LCT的十种分解。这些分解当信号从右至左依次
通过系统时，在 Nyquist-Shannon 采样意义下，选择
合适的插值或抽取倍数保证分解过程中每一步采样的

充分性。不同分解插值或者抽取的倍数不同，相应的

计算复杂度不同，在只保证精确度的情况下这些分解

是相互等价的，并且这里 LCT变换参数是任意的，消
除了之前一些算法对参数的限制[113]。同时，SBP的计
算方法为 LCT算子矩阵分解提供了很好的理论基础。
在此基础上，Ozaktas 等人针对时频区域是矩形的情
况，结合算法的计算复杂度，对不同的变换参数提出

了两种矩阵分解的 DLCT算法[91]。 

5.3 时频是矩形区域的矩阵分解算法 
在文献[91]中，Ozaktas等人为了使得时域和频域

的采样间隔无量纲，在进行离散化之前对信号进行了

量纲归一化处理[114]，使得被分析信号的时间和频率范

围都限制在 ]2/,2/[ WW− 区间内，那么使得离散信号

能够恢复连续信号的最少采样点数为 2
0 WN = 。在实

际计算中 N0不易过大，通常选择 N就是归一化后 SBP
的值，因为太大的 N会增加计算复杂度，但是并不能
提高算法精度。 
在文献[91]中，方法 I是将 LCT算子分解为只包

含尺度变换算子，Fourier 变换算子，Chirp 乘积算子
的组合，例如将 LCT参数矩阵 A分解为如下形式： 
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从右往左第一个矩阵是尺度变换，它只改变信号

的时域和频域的采样间隔，经过第一个变换之后信号

的时宽是 W|| β ，频宽为 ||/ βW ，此时 N1=N0；第二

个矩阵相当于 CM，经过此变换以后信号的时宽
|/|||/ βγβ WW + ， 频 宽 为 W|| β ， 此 时 ，

02 |)|1( NN γ+= ，那么，要使变换经过 CM 变换之后
在 Nyquist-Shanon意义下 2倍过采样是充分的，则应
满足： 

22
2 2|)|1(||||1 WWWWW ≤+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ γββ
β
γ

β
 。(62) 

因此，从上面不等式可得 1|| ≤γ ；再经过第三个
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矩阵相当于 FT变换，此时信号的时宽为 W|| β ，带宽

WW |/|||/1 βγβ + ，相应信号的 SBP为 23 NN = ；最

后一个是 CM，经过这个变换之后，信号的 SBP 为
222

4 )||/|)|1(||||1( WN βγαγ +++= 。如果 4N 小于 0N
的 2倍，那么不需要插值和抽取计算，如果大于 02N ，
这里假设是 0N 的 k倍，则有如下不等式成立： 

k≤+
++ 2

2

||
|)|1(||||1

β
γαγ  ，       (63) 

这里 k为不等式成立的最小整数。因此离散过程中前
一个变换结果作为新变换的输入，在离散化之前要判

断采样点数是否充分这样才能保证最终的 DLCT能够
很好地逼近连续 LCT。 
假设原始采样点数是 N ，第一个变换是尺度变

换，那么相应的计算量设为 )(NS ；第二变换计算量包

括插值计算和 CM计算，这里用 )2,(NI 表示对 N 点进
行 2 倍插值，插值以后采样点数变换 N2 个点，那么

CM的计算量为 N2 次复数乘法；然后利用 FFT做 2N
点的变换，计算量为 )2log( NN ；最后一个变换是 CM，
在计算之前首先对信号进行 2/k 的插值，计算量为

)2/,2( kNI ，而 CM 的计算量为 Nk次的乘法，最后
所需要总的计算量为 

)2log(2)2,()( NNNNINS +++  
NkkNI ++ )2/,2(  。           (64) 

由于这里只用到了尺度变换，CM 和 FT 变换算
子，因此这个算法的计算复杂度为 ))2log(( NNO 。 
从上面的分解可以得出，只有 CM会改变算法所

需的采样点数，在没有遇到 CM乘积时，不需要对信
号插值或抽取运算。因此对矩阵进行分解时，尽可能

少地将分解中含有 CM，并且尽可能地将 CM 在矩阵
分解顺序中出现得晚一些，这样可以减少插值或者抽

取倍数。在 Nyquist-Shanon采样的意义下，针对不同
的 LCT参数，保证分解中每一个变换之后信号 2倍采
样的充分性，考虑的计算复杂度和计算效率，可以根

据参数γ 是否满足 1|| <γ ，将参数矩阵 A 分解为以下
六种形式，当 1|| ≤γ 时： 
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当 1|| >γ 时， 
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这六种分解形式，都只含有 CM，FT，尺度变换，
它们出现的顺序不同，计算复杂度就不同。  
在文献[91]中，方法 II是将 LCT变换分解为尺度

变换，Chirp乘积和 FRFT： 
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其中： γarccot)2/π(=a , 
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这是经典的 Iwasawa分解[115-116]的特殊情况。在执

行算法时首先可以利用现有 FRFT 的离散算法[56,117-118]

进行 FRFT计算，FRFT算法是这里算法的子程序；然
后将 FRFT 得到结果作为输入，进行第二个矩阵对应
的尺度变换运算，再将这个变换结果作为下一个变换

的输入。因为下一个变换是 Chirp 乘积，它会改变信
号的 SBP，所以在变换之前要根据 SBP值判断是否需
要对离散输入数据进行插值或者抽取运算以保证采样

的充分性。这两种方法的计算复杂度与 N,,, γβα 相

关，在不同参数情况下，两种算法都有自己的计算复
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杂度，可以根据参数的不同选择合适的分解形式来实

现快速计算。 
文献[58]与文献[91]中算法相比较，前者是后者的

理论基础，并且主要从光学应用角度出发，研究在光

学意义下各种特殊变换对 SBP的影响；矩阵分解主要
是针对 LCT特殊情况：尺度变换，FT，FST和 FRFT
分解形式的研究，侧重变换矩阵的分解而不考虑实际

应用中每种分解的计算复杂度，更注重的是分解理论，

对信号时频区域的形状没有任何限制。而后者，从信

号处理的角度，针对时频区间归一化处理之后的信号，

结合变换对信号WVD的影响，考虑信号 SBP的变化
和算法的计算复杂度，提出了方法 I和方法 II两种分
解。虽然不同的分解方法所需要的插值倍数和计算复

杂度不同，但是所得的离散变换的结果都能很好的逼

近连续变换的情况。 
在文献[24]中，Pei 等人利用与文献[91]中方法 II

相同的分解方法，结合 FRFT，尺度变换和 Chirp乘积
的可扩展Hermite函数作为特征函数[119]提出了不需要

过采样的 DLCT。这种离散算法具有一些好的性质，
如酉性，可逆性和可加性，是满足 LCT性质最多的离
散算法，但是这个算法，没有闭合的表达式，计算复

杂度是 )( 3NO ，这给计算带来了很大的不方便。因此，

在实际应用中很受限制。 
文献[58,91]中的快速 DLCT 算法虽然能够很好地

逼近连续的 LCT，但是算法一般不可逆，不满足可加
性；其次，在计算过程中，算法需要进行插值或者抽

取运算。文献[24]的算法虽然克服了文献[58,91]中的不
足，但是没有闭合形式，且不具有快速的计算效率。

为了克服这些不足，文献[25]利用 CM-CC-CM分解方
法[3,91,120-122] 提出了与采样间隔无关并且不需要过采样
的 DLCT，研究了对输入是纯粹离散数据的 LCT快速
算法。 
假设输入的离散数据为 )(nx ，定义参数矩阵

],;,[ dcba ′′′′=′A ， 1=′′−′′ cbda ， )(nx 的 DLCT为 

Nb
mX

′
=

i
1)(A  

2 22π 12 1 i
2 2

2
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d aN m mn n
N b b b

n N
x n
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而其逆变换为 
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当参数矩阵 ]0,1;1,0[ −=′A ，式(72)和式(73)退化为
经典的 DFT。利用 CM-CC-CM分解将参数矩阵 A′分

解为 
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来对纯离散数据 x(n)的 DLCT 快速实现。从文献
[3,58,91]可知，CC变换可以进一步分解为 FT，CM和
IFT，即： 
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那么式(72)可以分解为如下五步来快速计算： 
xFCCFCXA

b
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其中： 
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F 和 1−F 分别表示离散 Fourier 变换和逆离散 Fourier
变换，它们可以利用 FFT 来实现。 AX 与 x分别表示
输入和输出的 1×N 向量，且限制参数 0≠′b 。针对

0=′b 的情况，可通过参数矩阵分解方法转化为 0≠′b
的情况，然后结合 CM-CC-CM 分解得到相应的离散

变换结果。这个算法包含 2次 FFT算法和 3个 Chirp
乘积，那么总计算量是 )(log3 2 NNN + 次复数乘法。

当矩阵 A′转换为 1−′A ，上述算法转变为了逆 DLCT： 

AXFCCFCx
b
db

b
a

′
−′

−
′

−

′
−′

−
= 1

1
1  。      (77) 

这种 DLCT具有可逆性和可加性，并且与采样间
隔无关。当变换参数矩阵 A′取特殊情况时，可以得到
特殊情况下 DLCT的快速计算。这里连续 LCT的变换
参数 , , ,a b c d与 dcba ′′′′ ,,, 的关系为 

2
2[ , ; , ] , ; ,ba b c d a c t N d
t N

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ = Δ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
。 

tΔ 是对输入变量 t和输出变量 u 进行长度为 N 的采
样。当 Nt /1=Δ 时， , , ,a b c d与 dcba ′′′′ ,,, 是相同的，

那么通过对 LCT 变换参数进行变量代换可以实现采
样信号 DLCT的计算。 
不同于文献[58,91,121]中提到的分解型快速 LCT

算法，文献[25]是基于输入信号为离散数据时提出的
一种 DLCT分解型快速实现方法，算法与采样间隔无
关，不需要过采样算子，具有很好的可加性和可逆性，

具有 ))(log( 2 NNO 的计算复杂度。这种算法目前既满

足可加性，同时又具有快速运算离散化方法，但是缺
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少如直接离散 DLCT的相对简单的闭合形式。 

5.4 基于 LCT 域采样定理的时域阵分解 DLCT 算法 
5.2和 5.3的快速 DLCT是在 Nyquist-Shannon采

样的意义下，基于信号在时域和传统的频域同时带限

的条件下提出的，具有与 FFT相当的计算效率。而文
献[22]提出的具有酉性的 DLCT 要求信号在时域和
LCT 域带限，并且采样间隔由 LCT 的采样定理[35-36]

决定，这种类型的 DLCT，可以通过矩阵分解快速实
现，即，首先 )( tnx Δ 先被 Chirp信号 )2/()(i 2

e btna Δ 调制，

然后对调制后的信号做 FFT，最后再被 Chirp 信号
)2/()(i 2

e bumd Δ 调 制 。 这 种 算 法 所 需 要 计 算 量 是

2( / 2) log 2MM M+ 次的复数乘法， 2logMM 次复数的加

法。在利用此算法时不需要对时域和频域变量做归一

化处理[114]，但是 DLCT定义式(13)对于参数 b=0的情
况是不成立。在这样情况下，LCT变换相当于尺度变
换和 Chirp乘积，针对 d为非整数的情况，利用矩阵
分解： 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
1000

cd
a

dc
a

， 

先对 )(tx 做 FT，然后再做参数为 ),;,0( cda −− 的 LCT，
这样将 b=0的情况转化为 0≠b ，其闭合形式为 
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此时 MtNau /|| Δ=Δ 。Pei 等人[22]首次给出了 DLCT
的定义，并且通过算子分解的方法快速实现，但是并

没有研究连续信号的 LCT与 DLCT的精确关系，以及
如何确定采样点数。在文献[63]中，Oktem和 Ozaktas
基于 Pei等人的 DLCT定义[22]给出了 DLCT与连续变
之间的精确度关系，如果输入信号是 Chirp周期复制，
即： 
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其中：W，B是任意的，对式(79)和式(80)分别以采样
间隔： 
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采样，对于任意的 m，有如下精确相等关系： 
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||/ bBWN = 是 DLCT能够很好逼近连续 LCT的最少

采样点数。式(82)说明如果输入是 Chirp周期信号，那
么在任意 Chirp周期内，这个 DLCT能够精确的等于
LCT，这是经典的 FT与 DFT精确关系的推广。如果
信号是非周期的，信号的大部分能量都集中在时域区

间 ]2/,2/[ WW− 和 LCT 域区间 ]2/,2/[ BB− 内，即
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tΔ 和 uΔ 见式(81)。如果 )(tx 和 )(uX A 在给定的区间

之外都为零，那么式(83)将精确相等。但是一个信号
和它的 LCT不可能同时带限，这样采样信号的 DLCT
在 LCT域将具有 Chirp周期性质，并且 DLCT能够很
好地逼近连续 LCT。所以只有 Chirp周期信号才会在
离散和连续之间具有精确相等的关系。然而，在实际

应用中很多信号是非 Chirp 周期，这时就需要利用式
(83)近似计算 LCT，结合式(81)确定采样间隔和采样点
数。这里信号在时域和 LCT域带限，对应的时频区域
是平行四边形[123]，最小采样点数 N根据双边带宽乘积
确定[63]，它是支撑区域平行四边行面积。此外，Oktem
和 Ozaktas等人给出了独立于采样区间的 DLCT[63]，可

以用来计算输入是离散数据的 DLCT，由于利用 FFT
和 Chirp乘积实现，因此计算复杂度与 FFT相当。 

6  其他 DLCT 
除了以上的 DLCT定义之外，还有一些其他的定

义。在文献[124]中，Campos等人利用与文献[22]相同
的分解方式，提出了与采样间隔无关的具有酉性的

DLCT快速实现方法。这种算法的核心是 FT算法的实
现。在文献[124-125]中，根据线性空间中 Hermite 多
项式及其零点的一些性质，将 Hermite 多项式的近似
零点作为变换的采样点来实现 DLCT的快速算法，计
算复杂度是 )log( NNO ，这个算法能够很好地应用于

图像的边缘检测中。在文献[126]中，李炳照等人基于
LCT的特征函数，提出了在 LCT变换参数 2|| ≤b 的情

况下的特征型离散算法，给出了类似于 FRFT 谱分解
的定义[127]，通过对谱分解定义进行离散，得到了相应

的 DLCT。这种算法实现简单，容易理解，但是具有 2N
的计算复杂度。在此离散化算法的基础上，魏德运等



光电工程    DOI: 10.12086/oee.2018.170738 

170738-16 

人在文献[128]中，通过将 LCT的特征向量和特征值与
变换参数相关的随机化，提出了一种自由度更高的随

机离散化的方法，这种方法能够很好地应用于图像加

密和信息安全方面，但是具有 2N 的计算复杂度。在
文献[129]中，张峰等人针对输入信号随时间不断更新
的情况，利用自适应滤波提出了一种具有自适应性质

的 DLCT，其算法具有并行计算的特性，能够通过 VLSI
有效实现[129]。近些年来，一些研究者对复线性正则变

换[130-132]进行了研究。实参数的 LCT 与复参数的关系
就相当于经典的 FT 和拉普拉斯变换的关系。对于复
参数的 LCT，在文献[133-134]中，分别给出了两种不
同的数值计算方法。文献[133]重点研究算法采样的充
分性，利用参数矩阵分解的方法，提出了 CM-CC-CM
分解的算法，与前面提到的分解[25,91]不同的是，这些

分解得到的矩阵元素是复数。文献[134]利用 FFT 算
法，通过对沿复平面内多条线的离散化整合，得到任

意复平面的快速离散复线性正则变换，这种离散化方

法与采样间隔和采样点数无关，是目前较为实用的复

离散线性正则变换的算法。在文献[135]中，Pei 等人
借助于一类特殊的复线性正则变换 Bargmann 变换与
Gabor 变换，Hermite Gaussian函数和二维不可分离线
性正则变换的关系[136-138]，结合已有的 Gabor变换的离
散化方法，提出了四类复线性正则变换快速的、精度

较高的计算方法，同时研究了 Bargmann 变换的逆变
换的离散化方法。 
虽然现在已有很多 LCT的离散化方法，但是这些

算法都有各自的限制。针对不同类型的信号，选择相

应的快速实现方法。因此针对这些算法之间的相互比

较是没有意义的。LCT变换的具有三个自由参数，使
其具有灵活性的优势之外，还给离散化算法带来了复

杂性质。这些算法除了文献[24-25]中的算法具有可加
性质之外，其他的算法都不满足这一性质。现在没有

像 FFT和 FRFT一样可以通用的算法，因此 LCT的离
散化算法与快速实现方法的研究仍有很多方面需要进

一步深入研究。 

7  结论和未来研究方向 
通常一个好的 DLCT 应该满足第 2 部分提到的

1)∼4)的性质。第 1)条性质是定义离散变换的出发点；
第 2)条和第 3)条性质是连续 LCT的基本性质，我们希
望离散变换形式也同样具有这 2)条性质；第 4)条是
DLCT 为普通的离散线性积分推广的必然条件。除此
之外，我们还希望所定义的 DLCT 具有快速计算方法, 
并且还可以写成闭合形式。通过前面几部分的分析，

将三种类型的算法是否逼近连续的 LCT，是否具有闭
合形式，以及每一类算法的复杂度总结如表 2。 
对于直接离散的 DLCT 在采样间隔满足 Ding 采

样频率[72]或者是其 q倍时，所得到的 DLCT具有酉性。
这种情况的 DLCT能够很好地逼近连续的 LCT，同时
具有闭合的形式，不需要对时域和频域变量进行量纲

归一化处理，所处理信号的时频区域没有任何限制，

但是其直接实现计算复杂度是 ）2(NO ，这限制了实际

应用。 
针对基分解的算法，是在直接离散 DLCT基础上

实现的。这种算法具有直接离散所具有显示表达式的

优点，同时具有快速的计算方法，这种算法不需要量

纲归化的一处理，时域和 LCT域的采样间隔需要满足
条件 |)|/(1 βNut =ΔΔ 。在已知信号的时宽，LCT域带
宽和采样点数这三个变量中任意两个的情况下可以使

用此算法来快速实现。 
针对算子分解 DLCT的快速算法，此类算法重点

是考虑采样的充分性，侧重计算精度和计算效率。在

Nyquist-Shanon 采样意义下的分解型 DLCT(5.2 和 5.3
部分)，能够很好地逼近连续 LCT。如果在一些应用中, 
只是希望 DLCT可以很好地逼近连续 LCT，而不利用
旋转相加性，这时可以把连续 LCT用这种DLCT取代，
但这种分解 DLCT不具有闭合形式。而在 LCT域采样
定理的条件下提出的分解型 DLCT(5.3部分)，利用两
个 Chirp 乘积和 FFT 实现。这种算法具有酉性和

)log( NNO 的复杂度，在使用中采样间隔要满足

表 2  3 种主要类型 DLCT 的比较 
Table 2  Comparison of 3 main types of DLCT 

性质 直接离散 LCT 基分解的快速 DLCT 算子分解 DLCT 

近似连续变换 是 是 是 

是否具有闭合形式 是 是 否 

计算复杂度 O(N2) O(N⋅logN) O(N⋅logkN) 
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)/(||π2 tNbu Δ=Δ 或 |)|/(1 βtNu Δ=Δ 。 
如果输入的数据是单纯的离散数据，可以利用 Pei 

和 Ozaktas 等人提出的与采样间隔无关的 DLCT 快速
算法[25,59]，此算法具有可逆性和可加性。当时域和 LCT
域的采样间隔为 N/1 时，与区间有关的经过量纲归

一化后的 DLCT 也可以由 Pei 等人在文献[25]中提出
的算法来高效精确的实现。当纯离散数据的 DLCT的
变换参数和采样间隔有关的 DLCT的变换参数满足 

2
2[ , ; , ] , ; ,ba b c d a c t N d
t N

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ = Δ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
 

时，后者能够由 Ozaktas 提出的快速算法实现[59]，这

种算法的优势是利用较少的采样点能够很好地恢复连

续 LCT，且对输入信号的限制比较少，同时具有简单
的闭合形式和较多 LCT变换的性质，因此，这类算法
将会成为以后应用最为广泛的算法。 
目前出现了很多有关 LCT 离散化算法与快速算

法的研究，但是仍然缺少严格意义的快速实现方法，

很多算法缺少连续变换所具有可加性质。对于在满足

什么条件下算法才具有可加性质是很值得深入探究的

一个方向。另外，在工程应用中，经常会因为一些设

备的抖动等原因，产生离散点的不均匀情况，因此，

针对非均匀采样的 DLCT的快速算法研究对实际应用
有很重要的价值。针对极坐标形式的 LCT在图像处理
中有很广泛的影响，至今仍然没有对极坐标意义下的

DLCT 的研究，因此其研究将成为一个重要的研究方
向。 
总之，随着研究的不断深入，LCT的离散化方法

不断完善，LCT将在实际生活中具有很好的应用前景。 
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Effect of LCT on arbitrary signal WVD. (a) Before LCT; (b) After LCT 

 

Overview: Linear canonical transformation (LCT) is a generalized form of linear integral transform, which is a 
three-parameter linear integral transform. The LCT unifies a variety of transforms from the well-known Fourier trans-
form (FT), fractional Fourier transform (FRFT) and Fresnel transform (also known as chirp convolution (CC)) to sim-
ple operations such as scaling and chirp multiplication (CM). The LCT is an important tool in optics because a broad 
class of optical systems including thin lenses, sections of free space in the Fresnel approximation, sections of quadratic 
graded-index media, and arbitrary concatenations of any number of these, sometimes referred to as first-order optical 
systems the paraxial light propagation can be modeled by the LCT. Besides, as a generalization of the transforms men-
tioned above, the LCT could be more useful and attractive in many signal processing applications, such as filter design, 
radar system, time-frequency analysis, phase reconstructions, and so on. On the other hand, the LCT can also be used in 
the fields of application mathematics, such as solution of differential equations. Therefore, the LCT has attracted a con-
siderable amount of attention in many areas. In order to promote the applications of LCT, the discretization becomes 
the key vital issue of the LCT. Since the discretization of LCT cannot be obtained by directly sampling in time domain 
and LCT domain, it has been investigated recently. After the continuous LCT has been introduced, the definition and 
implementation of the discrete LCT (DLCT) have been widely considered by many researchers. Based on the develop-
ment history of LCT discretization, a review of important research progress and current situation of discretization me-
thods in the last nearly two decades is presented in this paper. The discretization algorithms include, discrete-time LCT, 
linear canonical series, discrete linear canonical transform. In this paper, the existing discretization methods are divided 
into three categories, directly discrete LCT, which appeared to have been first undertaken by Pei and Ding; operator 
decomposition LCT, which decomposed into products of these special operator combinations through the benefit of the 
additive property of the LCT; base decomposition fast discrete LCT, which was also first utilized by Hennelly and She-
ridan to fast-implement DLCT; and other discrete LCT. Meanwhile, the connection among different discretization algo-
rithms and the future development direction are given. It provides important reference value for researcher in the re-
lated fields, and can further promote its engineering application. With the deepening of research, LCT will be more and 
more widely used in practical applications. 
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